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2022–2023 学年高等数学 A(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【5 分】

回答下列问题。

（1）有理数的有理次幂是否一定是有理数？

（2）无理数的无理次幂是否一定是无理数？

2. 【15 分】

计算下列极限：

（1） lim
x→+∞

√
x+ 2

√
x+ 2

√
x

√
x+ 4

（2） lim
x→1

(
1

x− 1
− 2

x2 − 1
+

3

x3 − 1
− 4

x4 − 1

)
（3） lim

x→+∞

(
2021

√
x+ 2021 + 2023

√
x+ 2023− 2 · 2022

√
x+ 2022

)

3. 【10 分】

解下列微分方程。

（1）已知函数 f(x) 满足

f ′(x) = 1 + e−x

求 f(x).

（2）已知函数 g(x) 满足

g(x) + g′(x) = 1 + e−x

求 g(x).
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4. 【10 分】

是否存在实数序列 {an} 满足 lim
n→∞

an = 1, lim
n→∞

ann = 1.001? 说明理由.

5. 【10 分】

（1）求函数

f(x) = (x2 + 2x+ 2)e−x

的 n 阶导函数 f (n)(x).

（2）求函数

g(x) =

∫ tanx

cotx

√
1 + t2dt

的导函数 g′(x).

6. 【10 分】

已知函数 f(x) : [a, b] → R.

（1）若 f(x)在 x = x0 处可导,试证明: f(x)在 x = x0 的一个邻域 (x0− δ, x0+ δ)连续.

（2）若 f(x) 在 x = x0 处二阶可导, 试证明: f(x) 在 x = x0 的一个邻域 (x0 − δ, x0 + δ)

连续.

7. 【10 分】

已知函数 f(x) : [a, b] → R 在 [a, b] 上连续且 Riemann 可积. 记 F (x) =

∫ x

a

f(x)dx. 试

证明:

（1） F (x) 在 [a, b] 上连续.

（2） F (x) 在 [a, b] 上可导, 且 ∀x ∈ (a, b), F ′(x) = f(x).
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8. 【10 分】

序列 {an} 满足

a1 =
√
2, a2 =

√
2
a1
, · · · , an+1 =

√
2
an

判断 lim
n→∞

an 是否存在. 若存在, 请求出其值; 若不存在, 请说明理由.

9. 【10 分】

求序列 {ξn} 满足

（a） lim
n→∞

(ξn − en) = 0.

（b）令 f(x) = x lnx. lim
x→∞

(f(ξn)− f(en)) ̸= 0.
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2023–2024 学年高等数学 A(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【20 分】

求下列各极限：

（1） lim
n→∞

3n

n!

（2） lim
n→∞

n∑
i=1

i

(n+ i)3

（3） lim
x→+∞

[
sin
(√

x2 + x−
√
x2 − x

)]x
（4） lim

n→∞

(
1

n2

n∑
i=1

i ln(n+ i)− n+ 1

2n
lnn

)

2. 【20 分】

计算下列各题并适当化简：

（1）设 y = x
√
1 + x2 + ln

(
x+

√
1 + x2

)
，求

dy
dx .

（2）设

y =


x4 sin 1

x
, x ̸= 0

0, x = 0

求
d2y

dx2
.

（3）设 y =

∫ tanx

cotx

√
1 + t2 dt，求 dy

dx .

（4）设

F (x) = f(x)− f ′′(x) + f (4)(x)− · · ·+ (−1)nf (2n)(x),
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其中 f(x) = xn(1− x)n，求

d
dx
(
F ′(x) sinx− F (x) cosx

)
.

3. 【15 分】

计算下列不定积分：

（1）
∫ √

1 + x2 dx

（2）
∫ arctan ex

ex + e−x
dx

（3）设 y = y(x) 是由方程 y2(x− y) = x2 确定的隐函数，求

∫ dx
y2

.

4. 【10 分】

试确定实数 a, b 使得函数

f(x) = lim
n→∞

x2n−1 + ax2 + bx

x2n + 1

成为 R 上的连续函数。

5. 【15 分】

计算下列定积分：

（1）
∫ 1

0

√
x

1 +
√
x

dx

（2）
∫ π/2

−π/2

sin2 x

1 + ex
dx

（3）
∫ π

0

(∫ x

0

sin t

π − t
dt
)

dx
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6. 【10 分】

设 f(x) 在 [0, 1] 上 Riemann 可积，求

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

(−1)i−1f

(
i

n

)
.

7. 【10 分】

设 f(x) 在 [0,+∞) 上连续，f(0) = 0，且 ∀x > 0，0 < f(x) < x. 令

a1 = f(1), a2 = f(a1), . . . , an = f(an−1), n = 2, 3, . . .

证明： lim
n→∞

an = 0.
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2024–2025 学年高等数学 A(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【16 分】

解答下列各题：

（1） (8 分) 若

lim
x→1

x2 + ax+ b

sin(x2 − 1)
=

4

9
,

求参数 a, b 的值。

（2）(8分)设函数 f(x)在开区间 (c, d)上连续。试证明：对于任意 x1, x2, . . . , xn ∈ (c, d)，

存在 ξ ∈ (c, d) 使得

f(ξ) =
1

n

n∑
i=1

f(xi).

2. 【16 分】

解答下列各题：

（1） (8 分) 设函数

f(x) =
√
x2 + 1 arctanx− ln

(
x+

√
x2 + 1

)
,

求 df(x).

（2） (8 分) 求函数

y =
1

4

√
2 ln x2 +

√
2 x+ 1

x2 −
√
2 x+ 1

− 1

2

√
2 arctan

√
2 x

x2 − 1

的一阶导数 y′.
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3. 【18 分】

设函数 f(x) = (x2 − 3x+ 2)100 cos πx
2

4
.

（1） (5 分) 设函数 u(x), v(x) 任意阶可导。对于正整数 n，写出函数 y = u(x)v(x) 的 n

阶导数的 Leibniz 公式。

（2） (10 分) 对于正整数 n 满足 1 ≤ n ≤ 100，求 f (n)(1).

（3） (3 分) 求 f (101)(2).

4. 【16 分】

计算下列积分：

（1） (5 分) A =

∫ 2π

0

| sinx− cosx| dx.

（2） (3 分) B =

∫ 2π

0

√
1 + sin 2x dx.

（3） (5 分) I =

∫ √
ex − 1 dx.

（4） (3 分) J =

∫
xex√
ex − 1

dx.

5. 【14 分】

解答下列各题：

（1） (5 分) 设函数 f(x) 在 x = a 可导，试证明

lim
h→0

f(a+ h)− f(a− h)

h
= 2f ′(a).

（2） (2 分) 举例说明：即使 f(x) 在 x = a 处连续且 lim
h→0

f(a+ h)− f(a− h)

h
存在，也

不能保证 f ′(a) 存在。
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（3） (5 分) 设函数 f(x) 在 x = a 可导，对于常数 k ̸= 0, 1，试证明

lim
h→0

f(a+ kh)− f(a− h)

h
= (k + 1)f ′(a).

（4） (2 分) 举例说明：对于常数 k ̸= 0, 1，即使 lim
h→0

f(a+ kh)− f(a− h)

h
存在，也不能

保证 f ′(a) 存在。

6. 【20 分】

证明下列各题：

（1） (10 分) 设序列 {xn}∞n=1 有极限 lim
n→∞

xn = a. 试用序列极限的定义证明

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

xi = a.

（2） (6 分) 设序列 {xn}∞n=1 有极限 lim
n→∞

xn = a. 试证明

lim
n→∞

n
√
x1x2 · · · xn = a.

（3） (4 分) 设序列 {xn}∞n=1 满足 lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

xi = a，又有 lim
n→∞

n (xn − xn−1) = 0. 试证明

lim
n→∞

xn = a.
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2020–2021 学年高等数学 B(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【20 分】

求极限：

（1） lim
x→+∞

(
√
x2 + x+ 1− x)

（2） lim
n→+∞

n∑
k=1

n

n2 + k2

（3） lim
n→∞

n( n2√
n− 1)

（4） lim
x→0

(1 + 2x)
(x+1)2

x

2. 【20 分】

求积分：

（1）
∫ 1

0

ln(x+
√
x2 + 1)dx

（2）
∫

4x3 + 2x2 + 3x+ 1

x(x+ 1)(x2 + 1)
dx

（3）
∫ 1

0

x4
√
1− x2dx

（4）
∫ 1

−1

(x4 + 2x2 + 1) sin3 xdx

3. 【10 分】

给定一个有限区间 [a, b]. 已知函数 f(x) : [a, b] → [a, b] 满足对于任意的 x, y ∈ [a, b] 都有

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y|.



高等数学 A(I) 往年题汇编 11

证明由任意选取的初值 x1 ∈ [a, b] 以及递推公式 xn+1 = 1
2
(xn + f(xn)) 所定义的序列

{xn} 存在极限.

4. 【10 分】

求导数：

（1）设 y = (arcsinx)2, 求 y(n)(0)

（2） d
dx

∫ 2x

x3+1

sin t

t4 + 2
dt

5. 【10 分】

函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续, 并且 f(0) = f(1). 证明：存在 c ∈ [0, 1], 使得 f(c) = f(c+ 1
3
)

6. 【10 分】

函数 f(x) 在 [0, 1] 上有连续的导函数. 证明：对于任意 x ∈ [0, 1], 有

|f(x)| ≤
∫ 1

0

|f(t)|dt+
∫ 1

0

|f ′(t)|dt.

给出所有可能的 f(x) 使得上述不等式中等号对于所有 x ∈ [0, 1] 均成立.

7. 【20 分】

考虑函数

f(x) =


xm sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.

其中 m 为正整数. 在 x ̸= 0 处, 求 f ′(x) 和 f ′′(x). 求 m 满足的条件, 使得 f(x) 有连续

的二阶导函数.
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2021–2022 学年高等数学 B(I) 期中模拟

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【10 分】

多选题，错选或少选均不得分，无需写出解答过程。

（1） (5 分) 选出下列选项中总是正确的式子。

A.

∫ π
2

0

sinx

x
dx <

π

2
B.

∫ π
2

0

sinx

x
dx > 1

C.

∫ π
2

0

sinx

x
dx >

1

2
+

π

4
D.

∫ π
2

0

sinx

x
dx >

1

2

∫ π

0

sinx

x
dx

（2）(5分)设 f(x)是定义在 [1,+∞)上的非负单调递减的连续函数。定义 sn =
n∑

k=1

f(k)，

选出下列选项中总是正确的式子。

A. sn ≤
∫ n

1

f(x) dx B. sn ≤ f(1) +

∫ n

1

f(x) dx

C. sn ≥
∫ n+1

1

f(x) dx D. sn ≥ f(1) +

∫ n+1

1

f(x) dx

2. 【18 分】

计算下列极限。

（1） (6 分) 计算序列极限 lim
n→∞

n∑
i=1

i2021

n2022

（2） (6 分) 计算函数极限 lim
x→+∞

(
sin 1

x2022
+ cos 1

x1011

)x2022

（3） (6 分) 计算函数极限 lim
x→0

sin 3x− 3 sinx

x3
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3. 【12 分】

计算下列积分。

（1） (6 分) 计算定积分
∫ π/2

−π/2

cosx arctan(ex)
1 + sin2 x

dx

（2） (6 分) 计算不定积分
∫

2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(1 + x2)2
dx

4. 【8 分】

设函数 f(x) 满足

f(x) =


axex + b xx, x > 1,

|x|, x ≤ 1.

求所有可能的参数 a, b 使得 f(x) 在 x = 1 处可导。

5. 【12 分】

设函数 f(x)是定义在 R上的以 1为周期的连续函数，试证明：∃ c ∈ R，s.t. f(c) = f(c+π).

6. 【8 分】

计算曲线 y =

∫ x

0

√
sin t dt 在 x ∈ [0, π] 部分的弧长。

7. 【12 分】

考虑方程 x = tanx 的正实根。

（1） (4 分) 试证明：x = tanx 有无穷多个正实根。

（2）(8分)将 x = tanx的正实根从小到大排列成序列 {xn}，试证明 lim
n→∞

(xn+1−xn) = π.
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8. 【12 分】

设 n ∈ N∗，定义序列 {xn} 满足 xn = n
√
n.

（1） (6 分) 用 ε–N 语言证明 lim
n→∞

xn = 1.

（2） (6 分) 求所有的正实数 a 满足 lim
n→∞

n(xn − 1)a 收敛。

9. 【8 分】

给定正整数 a，定义 fa(x) =
(
x+

√
x2 + 1

)a
，求所有自然数 n 满足 f

(n)
a (0) = 0.
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2021–2022 学年高等数学 B(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【15 分】

导数类基本计算题。

（1） (5 分) 求函数 f(x) = xarcsinx，0 < x < 1 的导函数 f ′(x).

（2） (5 分) 求函数 f(x) =

∫ ex

e

dt
1 + ln t

的导函数 f ′(x).

（3） (5 分) 求函数 f(x) = arctanx 在 x = 0 处的三阶导数 f (3)(0).

2. 【15 分】

积分类基本计算题。

（1） (5 分) 求定积分
∫ π

2

0

sinx cosx
1 + sin2 x

dx.

（2） (5 分) 求欧氏平面直角坐标系中曲线 y =
1

2
x2 从 (0, 0) 到

(
1, 1

2

)
的弧长。

（3） (5 分) 设奇数 n ≥ 3，求极坐标系 (r, θ) 中曲线 r = sin(nθ)，0 ≤ θ ≤ 2π 围成的封

闭图形的面积。

3. 【15 分】

序列 {xn} 满足

x1 > 0, xn+1 =
1

2

(
xn +

1

xn

)
试证明 lim

n→∞
xn 存在，并求出其值。

4. 【20 分】
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设 x > 0，定义

p(x) =

∫ x

0

dt√
t3 + 2021

试证明：方程 p(x+ 1) = p(x) + sinx 有无穷多个正实数解。

5. 【15 分】

证明：对于任意定义在 [0, 1] 上的连续函数 f(x) 有

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x) sin(nx) dx = 0.

6. 【20 分】

设 y = f(x) = x3，x = g(t) = t2，y = f(g(t)) = t6，∆t = 0.1，∆x = g(1+0.1)−g(1) = 0.21.

（1） (6 分) 当把 t 作为自变量时，函数 y = f(g(t)) = t6 的二阶微分记为 d2
ty，函数

x = g(t) = t2 的一阶微分记为 dtx. 试计算：当 t = 1，∆t = 0.1 时，d2
ty|t=1,∆t=0.1 和

dtx|t=1,∆t=0.1.

（2） (7 分) 当把 x 作为自变量时，函数 y = f(x) = x3 的二阶微分记为 d2
xy，x（视作

x 的函数）的一阶微分记为 dxx. 试计算：当 x = 1，∆x = 0.21 时，d2
xy|x=1,∆x=0.21 和

dxx|x=1,∆x=0.21.

（3） (6 分) d2
ty

(dtx)2

∣∣∣∣
t=1,∆t=0.1

和
d2
xy

(dxx)2

∣∣∣∣
x=1,∆x=0.21

相等吗？
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2022–2023 学年高等数学 B(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【20 分】

（1） (6 分) 求序列极限 lim
n→∞

n
√
2 + cosn

（2） (7 分) 求序列极限 lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

sin
( i

2n

)
（3） (7 分) 求函数极限 lim

x→0

(
1 + tan2 x

) 1
sin2 x

2. 【20 分】

（1） (6 分) 设 x > 0，求出函数 f(x) = x
√
x 的导函数 f ′(x).

（2） (7 分) 设 x < 1，求出函数 g(x) =

∫ sinx

0

dt√
1− t3

的导函数 g′(x).

（3） (7 分) 设 x ̸= ±1，求出函数 h(x) =
1

x2 − 1
的四阶导函数 h(4)(x).

3. 【15 分】

求不定积分

∫ dx
3
√

(x+ 1)(x− 1)5
.

4. 【15 分】

设 K 是曲线弧 y = ex (0 ≤ x ≤ 1) 与直线 x = 0, x = 1, y = 0 围成的曲边梯形绕 x 轴

旋转一周形成的旋转体，求 K 的侧面积。
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5. 【10 分】

设 a, b, c ∈ R 且 a, b, c > 0，f : R → R 在 R 上连续，且

f(0) = −a, lim
x→−∞

f(x) = b, lim
x→+∞

f(x) = c

求证 f(x) = 0 在 R 上至少有两个不相等的实根 r1, r2.

6. 【20 分】

设 A(r) =

∫ 2π

0

ln(1− 2r cosx+ r2) dx.

（1） (12 分) 试证明 ∀r ∈ (−1, 1)，A(r2) = 2A(r).

（2） (4 分) 试证明 A(r) 在
(
−1

2
, 1
2

)
上有界。

（3） (4 分) 试计算 r ∈ (−1, 1) 时 A(r) 的值。
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2023–2024 学年高等数学 B(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【10 分】

求序列极限 lim
n→∞

(
1 +

1

ne

)n.

2. 【10 分】

设 [x] 为不超过 x 的最大整数，求函数极限 lim
x→+∞

x sin 1

[x]
.

3. 【10 分】

设 x > 0，求函数 f(x) =

∫ lnx

0

√
1 + et dt 的导函数。

4. 【10 分】

求不定积分

∫
4x2 + 4x− 11

(2x− 1)(2x+ 3)(2x− 5)
dx.

5. 【10 分】

求欧氏平面直角坐标系中曲线

y =
1

2x

√
x2 − 1− 1

2
ln
(
x+

√
x2 − 1

)
在 x = 1 到 x = 2 的弧长。

6. 【10 分】

设欧氏空间中 V 是曲线弧 y =
lnx√
2π

(1 ≤ x ≤ 2) 与直线 x = 1, x = 2 围成的曲边三角

形绕 x 轴旋转一周形成的旋转体，求 V 的体积。
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7. 【10 分】

无穷序列 {an}，{bn} 满足 0 < b1 < a1，且有以下递推关系

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
anbn

试证明 lim
n→∞

an 存在。

8. 【20 分】

本题中每个小问都要求给出证明和计算过程。

（1） (2 分) 试证明：当 x ∈
(
−π

2
, π
2

)
时有

−1 <
4 sinx

3 + sin2 x
< 1.

（2） (8 分) 当 x ∈
(
−π

2
, π
2

)
时，求函数

f(x) = arcsin
( 4 sinx

3 + sin2 x

)
的导函数。

（3） (10 分) 试证明

∫ π
2

0

dx√
4 cos2 x+ sin2 x

=

∫ π
2

0

dx√
9
4

cos2 x+ 2 sin2 x
.

9. 【10 分】

设函数 f : [0, 1] → R，g : [0, 1] → R 在 [0, 1] 上连续，满足 f(0) = g(0)，sin(f(1)) =
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sin(g(1))，cos(f(1)) = cos(g(1))，且

∀x ∈ [0, 1],
(
cos(f(x)) + cos(g(x))

)2
+
(
sin(f(x)) + sin(g(x))

)2 ̸= 0

证明 f(1) = g(1).
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2024–2025 学年高等数学 B(I) 期中模拟

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【15 分】

解答下列问题。

（1） (5 分) 求序列极限 lim
n→∞

∣∣cos
(√

n2 + 1 π
)∣∣.

（2） (5 分) 求函数极限 lim
x→+∞

(x2 − 1

x2 + 1

)x2

.

（3） (5 分) 求函数

f(x) =


x2 sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0

的导函数 f ′(x).

2. 【10 分】

设参数方程 
x = et sin 2t,

y = et cos t,
x = 0

确定函数 y = f(x). 求 dy
dx，

d2y

dx2
.

3. 【10 分】

求不定积分

∫
x3 + 1

x(x− 1)3
dx.

4. 【10 分】

求心形线 r = a(1 + cos θ)，a > 0，0 ≤ θ ≤ 2π 的弧长。
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5. 【10 分】

设 t ∈ (0, 1)，f(t) 表示曲线 y = sec t 与直线 x = 0，y = 0 和 x = arcsin t 围成的封闭图

形的面积。

（1） (5 分) 求 f(t) 的导数 f ′(t).

（2） (5 分) 求 f(t).

6. 【10 分】

设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续，且有

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

xf(x) dx = 0

试证明：f(x) 在 [0, 1] 上至少有两个零点。

7. 【20 分】

解答下列问题。

（1） (8 分) 设序列 {xn} 满足 xn =
n∑

i=1

1

i
− lnn，试证明 lim

n→∞
xn 存在且有限。

（2） (12 分) 对于 n ∈ N，定义

In =

∫ π
2

0

sin2(nt)

sin t
dt

求序列极限 lim
n→∞

In
lnn

.

8. 【15 分】

设函数 f(x) 在 [0, π] 上连续。对于 n ∈ N，试证明

lim
n→∞

∫ π

0

f(x) | sin(nx)| dx =
2

π

∫ π

0

f(x) dx.
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2024–2025 学年高等数学 B(I) 期中考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【10 分】

求序列极限 lim
n→∞

n
√

2024 + sin(en).

2. 【10 分】

求函数极限 lim
x→0

(1 + 2 sin2 x

cos 2x

)csc2 x
.

3. 【10 分】

求定义在 (−1, 1) 上的函数

f(x) =

∫ arcsinx

0

dt√
1 + sin2 t

的二阶导函数 f ′′(x).

4. 【10 分】

求序列极限 lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

cos
(k
n
− 1

knk

)
.

5. 【15 分】

求不定积分

∫
4x2 + 4x− 11

(2x− 1)(2x+ 3)(2x− 5)
dx.
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6. 【15 分】

设欧氏空间中 V 是曲线弧 y =
lnx√
π

(1 ≤ x ≤ 2) 与直线 x = 1, x = 2 围成的曲边三角形

绕 x 轴旋转一周形成的旋转体，求 V 的体积。

7. 【15 分】

试证明：方程 x18 + x12 − cosx = 0 在 R 上根的个数为 2.

8. 【15 分】

设 D = [0, 1]，函数 A,B : D → R 在 D 上连续，且

∀x ∈ D, 0 ≤ A(x) ≤ 1.

对于 D 上的连续函数 f : D → R，定义

Tf(x) = B(x) +

∫ x

0

A(x)f(x) dx.

试证明：Tf = f 有唯一连续函数解。即对于 f, g : D → R，若 Tf = f，Tg = g，则

f = g.
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2022–2023 学年高等数学 A(I) 期末考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【16 分】

（1）证明直线 l :


x− 2y + z = 0,

5x+ 2y − 5z = −6

过点 (1, 2, 3)，并把此一般方程化为标准方程。

（2）求曲线 x = 7t− 14, y = 4t2, z = 3t3 在参数 t = 1时对应的点 P 处的法平面方程。

2. 【20 分】

计算下列各题：

（1）设 z = arctan (x− 3)y + (x2 + x− 1)y2

(x− 2)y + (x− 3)2y4
，求

∂z

∂y

∣∣∣∣
(3,0)

。

（2）设 z = z(x, y) 由方程 m
(
x+

z

y

)n
+ n
(
y +

z

x

)m
= 1 确定（m,n ∈ N）。计算并化简：

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
+ xy。

3. 【24 分】

考虑下列极限，若存在求其值；若不存在说明理由。

（1） lim
x→0

∫ x3

0
sin3 2t dt∫ x2

0
tan t5 dt

（2） lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2

（3） lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2

4. 【24 分】
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计算下列各题：

（1）设 P1, P2 是单位球面 x2 + y2 + z2 = 1 上两点，O 为原点。计算 (
−−→
OP1 ×

−−→
OP2)

2 +

(
−−→
OP1 ·

−−→
OP2)

2。

（2）计算
∫ 1

−1

( sin2 x

1 + ex
+

cos2 x
1 + e−x

)
dx。

（3）计算
∫ π

4

0

ln sin
(
x+ π

4

)
cosx dx。

5. 【8 分】

设 f(x) 在 [a, b] 上二次可导，f(a) = f(b) = 0，f
(
a+b
2

)
> 0。证明：存在 ξ ∈ (a, b) 使得

f ′′(ξ) < 0。

6. 【8 分】

设 f(x) ∈ C1[0, 2]，f(0) = f(2) = 0，M = max
x∈[0,2]

{|f(x)|}。证明：

（1）存在 ξ ∈ (0, 2) 使得 |f ′(ξ)| ≥ M。

（2）若对任意的 x ∈ (0, 2)，有 |f ′(x)| ≤ M，则 f ≡ 0。



高等数学 A(I) 往年题汇编 28

2023–2024 学年高等数学 A(I) 期末考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【20 分】

（1）求极限：lim
x→0

1

x

[
(1 + x)

1
x − e

]
。

（2）设 f(x) 在 x = 0 处 n+ 1 阶可导，且

f(0) = f ′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0, f (n)(0) = a

求极限：lim
x→0

f(ex − 1)− f(x)

xn+1
。

2. 【20 分】

（1）设二元函数 F (u, v) 有连续的二阶偏导数，z = z(x, y) 是由方程 F (x− z, y− z) = 0

确定的隐函数。计算并化简

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂x∂y
+

∂2z

∂y∂x
+

∂2z

∂y2
.

（2）给定方程组 
xy + yz2 + 4 = 0,

x2y + yz − z2 + 5 = 0,

(∗)

试讨论在点 P0(1,−2, 1) 附近方程组 (∗) 能确定哪些隐函数？并计算 (∗) 确定出的隐函

数在 P0 处的导数。
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3. 【20 分】

求函数 f(x, y) = (y − x2)(y − x3) 的极值。

4. 【20 分】

（1）设函数 f(x, y)在点 (0, 0)的一个邻域内有定义且在 (0, 0)处连续。若极限 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

x2 + y2

存在，求证：f(x, y) 在点 (0, 0) 处可微。

（2）平面 x+ y + z = 1 截圆柱面 x2 + y2 = 1 得一椭圆周，试用多元微分学的方法求此

椭圆周上到原点最近及最远的点。

5. 【20 分】

（1）设 f(x) 是一个定义在 R 上的周期为 T ̸= 0 的无穷阶光滑函数，k 为任一给定的自

然数。证明一定存在点 ξ ∈ R，使得 f (k)(ξ) = 0。

（2）设函数 f(u, v) 有连续偏导数 fu(u, v), fv(u, v)，且满足 f(x, 1 − x) = 1。证明：函

数 f(u, v) 在单位圆周 u2 + v2 = 1 上至少存在两个不同的点满足下列方程：vfu(u, v) =

ufv(u, v)。
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2024–2025 学年高等数学 A(I) 期末考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【11 分】

计算极限 lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2

。

2. 【11 分】

求极限 lim
x→+∞

(π
2
− arctanx

) 1
ln x。

3. 【11 分】

将函数 f(x) = cos(2x) · ln(1 + x) 在 x = 0 处泰勒展开到 x4 项。

4. 【12 分】

设 f(x)在 [a, b]二阶可导，满足：(1) f(a) = f(b) = 0；(2)存在 c ∈ (a, b)使得 f(c) > 0。

证明：存在 ξ ∈ (a, b) 使得 f ′′(ξ) < 0。

5. 【10 分】

本题只需要给出结果，不需要证明。

（1）设平面 Σ 过点 P0，其法向量为 n⃗，P1 是平面 Σ 外一点，请用
−−→
P0P1 和 n⃗ 表达出点

P1 到平面 Σ 的距离。

（2）设直线 L 过点 P0，其方向矢量为 τ⃗，P1 是 L 外一点，请用
−−→
P0P1 和 τ⃗ 表达出点 P1

到 L 的距离。

（3）设异面直线 L1, L2 的方向矢量分别为 τ⃗1, τ⃗2。若已知点 P1 在 L1 上，点 P2 在 L2 上，

请用
−−→
P1P2 和 τ⃗1, τ⃗2 表达出 L1, L2 间的距离公式。
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6. 【10 分】

设

f(x, y) =


y arctan 1√

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

讨论 f(x, y) 在 (0, 0) 点的可微性。

7. 【10 分】

（1）设

f(x, y) =


2xy3

x2 + y4
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0,

计算方向导数
∂f(0, 0)

∂ℓ
，其中 ℓ = (cosα, sinα) 为单位向量。

（2）若一个二元函数 g(x, y) 于 (x0, y0) 点取到极小值，那么 t = 0 是否一定是 h(t) =

g(x0 + t cosα, y0 + t sinα) 的极小值点？为什么？

（3）若对任意 α ∈ [0, 2π)，t = 0 是 h(t) 的极小值点，那么 (x0, y0) 是否一定是 g(x, y)

的极小值点？为什么？

8. 【15 分】

设 z = z(x, y)是由方程 (x2+y2)z+ ln z+2(x+y+1) = 0确定的隐函数，试求 z = z(x, y)

的极值。

9. 【10 分】

设一元函数 f(x) 在闭区间 [a, b] (a < b) 上二阶可导，f(a) = f(b) = f ′(a) = f ′(b) = 0，
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且 x ∈ [a, b] 时 |f ′′(x)| ≤ M（M 为一个正数）。求证：

|f(x)| ≤ M

16
(b− a)2, x ∈ [a, b].
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2020–2021 学年高等数学 B(I) 期末考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【15 分】

下面的极限存在吗？如果存在，求出极限值。如果不存在，写出理由。

（1） (5 分) lim
x→0

2 cosx− 2 + x2

x4

（2） (5 分) lim
(x,y)→(0,0)

x5y3

x8 + y8

（3） (5 分) lim
(x,y)→(0,0)

(x+ sin y) cos 1

|x|+ |y|

2. 【15 分】

求出闭区间 [−1, 1] 上的一元函数

f(x) = x
2
3 − (x2 − 1)

1
3

达到最小值的所有的点。

3. 【20 分】

（1） (15 分) 设 a, b 是实数，b ̸= 0。求出二元函数 f(x, y) = arctan x

y
在点 (a, b) 处的二

阶泰勒多项式。

（2） (5 分) 设 a < b，n 为正整数，函数 f : (a, b) → R 在 (a, b) 中每点都有 (n + 1) 阶

导数，定义二元函数 T : (a, b)× (a, b) → R 为

T (x, y) = f(x)− f(y)−
n∑

k=1

f (k)(y)

k!
(x− y)k
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求出 T (x, y) 对 y 的一阶偏导函数
∂T (x, y)

∂y
。

4. 【10 分】

证明：对任意给定的实数 p，存在点 1 的开邻域 U，存在点 1 的开邻域 W，存在唯一

的函数 y = f(x)，x ∈ U，f(x) ∈ W 满足方程 xp + yp − 2xy = 0。

5. 【15 分】

设在空间 Oxy 平面之外的点 (x, y, z) 处的电势 V =
(2y
z

)x
。求出在点

(
1, 1

2
, 1
)
处，电

势下降最快的方向上的单位向量。

6. 【25 分】

设空间中的平面 K : x+ 2y + 3z = 6 与 x 轴、y 轴、z 轴分别交于三点 A,B,C。R3 中

一个动点 H 与平面保持恒定的距离 1，H 在平面 K 上的垂直投影记为 M。假设 M 在

以 A,B,C 为顶点的三角形 △ABC 之中，M 到三条边 BC,CA,AB 的距离分别记为

p, q, r。

（1） (5 分) 求出三角形 △ABC 的面积。

（2） (5 分) 用 p, q, r 表示以 A,B,C,H 为四个顶点的四面体的表面积 S(p, q, r)。

（3） (5 分) 写出变量 p, q, r 必须满足的约束条件。

（4） (10 分) 求出以 p, q, r 为变量的函数 S(p, q, r) 的条件极值的稳定点。
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2021–2022 学年高等数学 B(I) 期末考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【10 分】

证明：任给 x ∈ R，存在 θ(x) ∈ (0, 1) 使得

arctanx =
x

1 + (θ(x))2x2
.

2. 【20 分】

求极限：

（1） (10 分) lim
x→0

tan4 x√
1− x sinx

2
−

√
cosx

（2） (10 分) 设 n 是任给的正整数，对于每个 1 ≤ k ≤ n，ak 是任给的正实数。求出

lim
x→0

(∑n
k=1 a

x
k

n

) 1
x

3. 【15 分】

设正整数 n ≥ 2。求出函数

f(x) =
1− 2x+ 5x2

(1− 2x)(1 + x2)

在 x = 0 点的 (2n+ 1) 阶局部泰勒公式（即带佩亚诺余项的泰勒展开式）。

4. 【10 分】
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定义三元函数 f : R3 → R 为

f(x, y, z) =


xyz

x2 + y2 + z2
, (x, y, z) ̸= (0, 0, 0),

0, (x, y, z) = (0, 0, 0).

（1） (6 分) 计算出在点 (0, 0, 0) 处三个偏导数 fx(0, 0, 0), fy(0, 0, 0), fz(0, 0, 0)。

（2） (4 分) 三元函数在点 (0, 0, 0) 处可微吗？证明你的结论。

5. 【15 分】

设 f : R → R 和 g : R → R 都有连续的二阶导函数。任给 x ∈ R, y ∈ R，当 x ̸= 0 时，

定义

h(x, y) = xf
(y
x

)
+ g
(y
x

)
.

计算出

x2hxx(x, y) + 2xyhyx(x, y) + y2hyy(x, y).

6. 【20 分】

设 F (x, y, z) = x3 + (y2 − 1)z3 − xyz。

（1） (5分)证明：存在 R2 中点 (1, 1)的一个邻域 D 以及 D 上唯一的隐函数 z = z(x, y)

满足 F (x, y, z(x, y)) = 0 且 z(1, 1) = 1。

（2） (5 分) 求出在点 (1, 1) 处函数 z(x, y) 的值减少最快的方向上的单位向量 E⃗。

（3） (10 分) 设 R3 中平面 x+ 2y − 2z = 1 的 z 分量为正的法向量记为 N⃗。向量 (E⃗, 0)

是 R3 中的向量。求出 N⃗ 和 (E⃗, 0) 的夹角余弦。
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7. 【10 分】

给定正整数 n ≥ 3。求出半径为 1 的圆的内接 n 边形所能达到的最大面积。（注：要求

写出解答的详细过程。如果用到教材中没有明确写成定理的某个不等式，则要求写出从

教材中定义和定理出发推出此不等式的详细过程。）
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2022–2023 学年高等数学 B(I) 期末考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【10 分】

设 R3 中平面 x+ 3y + 2z = 6 与 x 轴、y 轴、z 轴的交点分别为 A,B,C。

（1） (5 分) 求三角形 △ABC 的面积。

（2） (5 分) 求过 A,B,C 及原点 (0, 0, 0) 的球面的方程。

2. 【15 分】

下面二元函数的极限存在吗？如果存在，求出极限值；如果不存在，写出理由。

（1） (5 分) lim
(x,y)→(0,0)

24 cos
√

x2 + y2 − 24 + 12(x2 + y2)

(tan
√

x2 + y2)4

（2） (5 分) lim
(x,y)→(0,0)

(
x+ ln(1 + y)

)
cos 1

x2 + y2

（3） (5 分) lim
(x,y)→(0,0)

x sin y

sin2 x+ sin2 y

3. 【10 分】

设 f : R → R 和 g : R → R 都有连续的二阶导函数。对于任何 x ∈ R, y ∈ R，当 x ̸= 0

时，定义

h(x, y) = x g
(y
x

)
+ f
(y
x

)
.

计算 x2hxx(x, y) + 2xyhxy(x, y) + y2hyy(x, y)。

4. 【10 分】

求 R2 中曲线 exy + xy + y2 = 2 在点 (0, 1) 处的切线方程。
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5. 【10 分】

设三元函数 f(x, y, z) =
(2x
z

)y
，这里 z ̸= 0。求 f(x, y, z) 在点

(
1
2
, 1, 1

)
处下降最快的方

向上的单位向量。

6. 【10 分】

求二元函数 f(x, y) = arctan y

x
在点 (2, 2) 处的二阶泰勒多项式。

7. 【10 分】

求函数 f(x) = sin 2
3 x+ cos 2

3 x 在闭区间 [−π
2
, π
2
] 上的最小值，并指明所有最小值点。

8. 【10 分】

证明：任意给定实数 k，存在点 0 的开邻域 U，存在点 0 的开邻域 W，存在唯一的函

数 y = f(x)，x ∈ U，y ∈ W 满足方程 ekx + eky − 2ex+y = 0。

9. 【15 分】

设 r 是正实数，D = {(x, y) ∈ R2 |
√

x2 + y2 < r}，f : D → R，f ∈ C3(D)，f(0, 0) = 0，

且 f 在点 (0, 0) 处的一阶全微分 df(0, 0) = 0。E,F,G 都是常数，在点 (0, 0) 处的二阶

微分为

d2f(0, 0) = E(∆x)2 + 2F∆x∆y +G(∆y)2.

（1） (10 分) 证明：存在 D 上的两个函数 a : D → R, b : D → R 使得任取 (x, y) ∈ D 有

f(x, y) = x a(x, y) + y b(x, y)，且 a(0, 0) = 0, b(0, 0) = 0。

（2） (5 分) 如果 E > 0 且 EG− F 2 < 0，则在 R3 中点 (0, 0, 0) 的充分小邻域中，曲面

z = f(x, y) 充分近似于哪类二次曲面？画出此类二次曲面的草图。从此类二次曲面的几

何形状来判断：是否存在 R2 中点 (0, 0) 的充分小邻域 D1，存在 D1 上的一对一的 C1

变量变换 x = x(u, v), y = y(u, v) 使得 f(x(u, v), y(u, v)) = u2 − v2？
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2023–2024 学年高等数学 B(I) 期末考试
考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【10 分】

求极限 lim
x→0

sin
(
x−

∫ x

0

√
1 + t2 dt

)
x3

。

2. 【10 分】

设函数 f(x) = x3 − 6x2 + 9x− 1，x ∈ [0, 7]。区间 [a, b] 是 f(x) 的严格单调区间，指的

是 0 ≤ a < b ≤ 7 并且 f 限制在 [a, b] 上是严格单调的。求出 f(x) 的长度最大的严格单

调区间。

3. 【10 分】

设 R3 中平面的方程是 2x− y + 3z = 6。平面与坐标轴交点依次为 A,B,C。

（1） (5 分) 求三角形 △ABC 的面积。

（2） (5 分) 求以原点 (0, 0, 0) 为中心且与该平面相切的球面上切点的坐标。

4. 【10 分】

设二元函数 z = z(x, y) 是由方程 z3 + zex + y = 0 所确定的隐函数。求 z 在点 (0, 2) 处

下降最快的方向上的单位向量。

5. 【10 分】

求二元函数 f(x, y) = xy 在点 (1, 1) 的二阶泰勒多项式。

6. 【10 分】
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设 D 是由直线 x + y = 2π、x 轴和 y 轴所围成的有界闭区域。求 D 上的二元函数

f(x, y) = sinx+ sin y − sin(x+ y) 达到最大值的 D 中所有点。

7. 【10 分】

（1） (2 分) 举例说明：当 z 是 (x, y) 的函数，也是 (t, u) 的函数时，x 恒等于 t 推不出

∂z

∂x
恒等于

∂z

∂t
。

（2） (8 分) 给定方程

x2 ∂z

∂x
+ y2

∂z

∂y
= z2

作变量代换

x = t, y =
t

1 + tu
, z =

t

1 + tW

证明：
∂W

∂t
= 0。

8. 【15 分】

（1） (3 分) 证明：任取 x ∈
(
− 1√

2
, 1√

2

)
，有

2

∫ x

0

dt√
1− t2

=

∫ 2x√
1−x2

0

dt√
1− t2

.

（2） (12 分) 证明：任取 x ∈
(
− 1

4√6
, 1

4√6

)
，有

2

∫ x

0

dt√
1− t4

=

∫ 2x
√

1−x4

1+x4

0

dt√
1− t4

.
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9. 【15 分】

设函数 P (x) 在闭区间 [0, 1] 上连续，P (0) = 0, P (1) = 1，且 P (x) 在开区间 (0, 1) 内可

导，并且在每点处导数 P ′(x) 都为正数。任意取定正实数 A、正实数 B、正整数 n。证

明：在开区间 (0, 1) 内存在严格递增的 n+ 1 个实数 θ0, θ1, . . . , θn 使得

(A+B)n =
n∑

k=0

1

P ′(θk)

(
n

k

)
An−kBk.
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2024–2025 学年高等数学 B(I) 期末考试

考试时间：120 分钟 总分：100 分

1. 【10 分】

求函数极限 lim
x→0

2 cos
√
|x| − 2 + |x|
x2

。

2. 【10 分】

设 R3 中平面 P 的方程是 2x+ y − 3z = 0，平面 Q 的方程是 x+ 2y − z − 2 = 0，直线

L = P ∩Q 是 P 与 Q 的交线。求与 L 相切的、以原点 (0, 0, 0) 为中心的球面方程。

3. 【10 分】

下面二元函数的极限存在吗？如果存在，求出极限值。如果不存在，写出理由。

（1） (5 分) lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + (tan y)2

（2） (5 分) lim
(x,y)→(0,0)

( xy

ex − 1 + sin y

)
sin 1

x2 + y2

4. 【10 分】

设二元函数 z = z(x, y) 是由方程 z3 + x2z− 2y3 = 0 所确定的隐函数。求函数 z(x, y) 在

点 (1, 1) 处最大的方向导数。

5. 【15 分】

求二元函数 f(x, y) = x
√
y 在点 (1, 1) 处的二阶泰勒多项式及带 Peano 余项的泰勒公式。

6. 【15 分】
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设 f : R2 → R 定义为 f(x, y) = x2 + 2xy sin(x + y) − y2。证明：存在 R2 中点 (0, 0)

的开邻域 D 和 D 上连续可微的可逆变换 x = x(u, v), y = y(u, v)，(u, v) ∈ D 使得

x(0, 0) = 0, y(0, 0) = 0，并且对于任意 (u, v) ∈ D 有

f(x(u, v), y(u, v)) = u2 − v2.

7. 【15 分】

求在欧氏空间 R3 中从原点到曲面 (x− y)2 − z2 = 4 上的点的最短距离。

8. 【15 分】

设 f(x) 是 [−1, 1] 上的黎曼可积函数，A 是实数，lim
x→0

f(x) = A。证明序列极限：

lim
n→∞

∫ 1

−1

nf(x)

1 + n2x2
dx = πA.

（注：在本题的条件中没有假设 f(x) 在 [−1, 1] 上连续。）
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